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Nach RIEMANN1)beruht die Geometrie auf den beiden folgenden Tatsachen:
1. Der Raum ist ein dreidimensionales J(ontinuum, die Mannigfaltigkeit sei-

ner Punkte lãsst sich also in stetiger Weise durch die \Vertsysteme dreier
Koordinaten Xl X2 X3 zur Darstellung bringen;

2. (Pythagoreischer Lehrsatz) das Quadrat des Abstandes ds2 zweier unend-
lich benachbarter Punkte

ist (bei Benutzung beliebiger Koordinaten) eine quadratische Form der rela-
tiven Koordinaten dXi:

ds2 = .I: gik dXi dXk (gki = gik) .
ik

(2)

Die zweite Tatsache drücken wir kurz dadurch aus, dass wir sagen: der Raum
ist ein metrisches Kontinuum. Ganz dem Geiste der modernen Nahewirkungs-
physik gemãss setzen wir den Pythagoreischen Lehrsatz nur im Unendlich-
kleinen aIs streng gültig voraus.

Die spezielle Relativitãtstheorie führte zu der Einsicht, dass die Zeit aIs
vierte Koordinate (xo) gleichberechtigt zu den drei Raumkoordinaten hinzu-
tritt, dass der SchaupIatz des materiellen Geschehens, die Welt, also ein vier-
dimensionales, metrisches Kontinuum isto Die quadratische Form (2), welche
die Weltmetrik festlegt, ist dabei nicht positiv-definit wie im Falle der drei-
dimensionalen Raumgeometrie, sondem vom Trãgheitsindex 3. Schon RIEMANN
ãusserte den Gedanken, dass sie aIs etwas physisch ReaIes zu betrachten sei,
da sie sich z. B. in den ZentrifugaIkrãften aIs eine auf die Materie reale Wir-
kungen ausübende Potenz offenbart, und dass man demgemãss anzunehmen
habe, die Materie wirke auch auf sie zuruck; wãhrend bis dahin alle Geometer
und Philosophen die Vorstellung gehabt hatten, dass die Metrik dem Raum an
sich, unabhãngig von dem materialen Gehalt, der ihn erfülIt, zukomme. Auf
diesen Gedanken, zu dessen Durchführung RIEMANNdurchaus noch die Mõg-
lichkeit fehlte, hat in unsem Tagen EINSTEIN(unabhãngig von RIEMANN)das
grandiose Gebãude seiner allgemeinen Relativitatstheorie errichtet.mach EIN-

1) B. RIEMANN, Ober die Hypothesen, welche der Geomet,ie zugTunde liegen, Math. Werke,
2. Aufl. (Leipzig 1892), Nr. 13, S. 272.
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STEINkommen auch die Erscheinungen der Gravitation aui Rechnung der Welt-
metrik, und die Gesetze, nach denen die Materie auf die Metrik einwirkt, sind
keine andem aIs die Gravitationsgesetze; die gik in (2) bilden die Komponenten
des Gravitationspotentials. - Wahrend so das Gravitationspotential aus einer
invarianten quadratischen Differentialform besteht, werden die elekt1'omagneti-
schen Erscheinungen von einem Viererpotential beherrscht, dessen Komponen-
ten (jJi sich zu einer invarianten linearen Differentialform 1:(jJi dXj zusammen-
fügen. Beide Erseheinungsgebiete, Gravitation und Elektrizitaí, stehen aber
bisher võllig isoliert nebeneinander.

Aus neueren Darstellungen von LEVI-ClvITA1),HESSENBERG2)und des Ver-
fassers3) geht mit voller Deutlichkeit hervor, dass einem naturgemassen Auf-
bau der Riemannsehen Geometrie ais Grundbegriff der der infinitesimalen
Parallelverschiebung eines Vektors zugrunde zu legen isto Sind P und p*
irgend zwei durch eine Kurve verbundene Punkte, so kann man einen in P
gegebenen Vektor parallel mit síeh Iangs dieser Kurve von P nach p* schieben.
Diese Vektorübertragung von P nach p* ist aber, allgemein zu reden, nieht
integrabeI, d.h. der Vektor in P*, zu dero man gelangt, hangt ab von dem
Wege, lãngs dessen die Verschiebung vollzogen wird. Integrabilitãt findet allein
in der Euklidischen ((gravitationslosen») Geometrie statt. - In der oben cha-
rakterisierten Riemannschen Geometrie hat sich nun ein letztes ferngeometri-
sehes Elernent erhalten - soviel ich sehe, ohne jeden sachliehen Grund; nur die
zufãllige Entstehung diese.r Geornetrie aus der Flãehentheorie scheint daran
schuld zu sein. Die quadratische Form (2) ermõglicht es narnlieh, nieht nur
zwei Vektoren in dernselben Punkte, sondem aueh in irgend zwei voneinander
entfemten Punkten ihrer Lange naeh zu vergleiehen. Eine wahrhafte Nahe-
Geometrie darl jedoch nur ein Prinzip der Obertragung einer Liinge von einem
Punkt zu einem unendlich benachbarten kennen, und es ist dann von vomherein
ebensowenig anzunehmen, dass das Problem der Lãngenübertragung von einem
Punkte zu einern endlich entfernten integrabel ist, wie sieh das Problem der
Richtungsübertragung aIs integrabel herausgestellt hat. lndem man die er-
wãhnte Inkonsequenz beseitigt, kommt eine Geometrie zustande, die über-
raschenderweise, auf die Welt angewendet, nicht nur die Gravitatíonserschei-
nungen, sondern auch die des elektromagnetischen F eldes erkliirt. Beide entsprin-
gen nach der so entstehenden Theorie aus derselben Quelle, ja im .allgemeinen
kann man Gravitation und Elektrizitiit gar nicht in willkürloser Weise voneinander
trennen. In dieser Theorie haben alle physikalischen Grossen eine weltgeometrische
Bedeutung; die JiVirkungsgrosse insbesondere tritt in ihr von vornherein als reine
Zahl auf. Sie jührt zu einem im wesentlichen eindeutig bestimmten Weltgesetz;
ia sie gestattet sagar in einem gewissen Sinne zu begreilen, warum die Welt vier-
dimensional isto - Ich wiU den Aufbau der korrigierten Riemannsehen Geo-
rnetrie hier zunaehst ohne jeden physikalisehen Hintergedanken skizzieren; die
physikalische Anwendung ergibt sich dann von selber.

1) T. LEVI-CIV1TA, NoziOJzedi (JaraIlelismo ... , Rend. Circo MaL PaI ermo 42 (1917).
2) G. HESSENBERG, Vekwrielle Begründung der Ditlerentialgeometrie, Math. Anfl. 18 (1~17).
3) H.WEYL, Raum, Zeit, Matuie (Berlin 1918), § 14.
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In einem bestimmten Koordinatensystem sind die relativen Koordinaten
dx. eines dem Punkte P unendlich benachbarten Punktes P' - siehe (1) - diet _ __.

Komponenten der in/initesimalen Verschiebung PP'. Der Übergang von einem
Koordinatensystem zu einem andem drückt sich durch stetige Transformations-
formeln aus:

(i = 1, 2, ... , n) ,

welche den Zusammenhang zwischen den Koorrunaten desselben Punktes in
dem einen und andem System festlegen. Zwischen den Komponenten dXi bzw.
dx~ derselben ÍnfinitesÍmalen Verschiebung des Punktes P bestehen dann die
linearen Transformationsformeln

dXi = E Ct.ik dx; , (3)
1;

in denen Ct.ik die Werte der Ableitungen àXi/àxX in dem Punkte P sind. Eln
(kontravarianter) Vektor I im Punkte P hat mit Bezug auf jedes Koordinaten-
system gewisse n Zahlen Çi zu Komponenten, die sich beim Übergang zu einem
andem Koordinatensystem genau in der gleichen Weise (3) transformieren wie
die Komponenten einer infinitesimalen Versehiebung. Die Gesarntheit der Vek-
toren im Punkte P bezeichne ich aIs den Vektorraum in P. Er 1st 1. linear oder
ai/in, d.h. durch Multiplikation eines Vektors in P mit einer Zahl, und durch
Addition zweier solcher Vektoren entsteht immer wieder eill Vektor in P, und
2. meirisch: durch die zu (2) gehõrige symmetrische Bilinearform ist je zwei
Vektoren I und 1) mit den Komponenten ~\ r;i in invarianter Weise em skalares
Produkt

ik

zugeordnet. Nach unserer Auffassung ist diese Form 1'edoch nur bis auj einm
willkürlich bleibenden positiven Proportionalitiitslaktor bestimmt. Wird die Man-
nigfaltigkeit der Raumpunkte dure h Koordinaten Xi dargestellt, so sind durch
die Metrik im Punkte P die gik nur ihrem Verhaltnis nach festgelegt. Auch
physikalisch hat alIein das Verhaltnis der gik eine unmittelbar anschauliche
Bedeutung. Der Gleichung

E gik dXi dXk = O
ik

genügen namIich bei gegebenem Anfangspunkt P diejenigen unendlich benach-
barten Weltpunkte P', in denen ein in P aufgegebenes Lichtsignal eintrifft.
Zum Zwecke der analytischen Darstellung haben wir 1. ein bestimmtes Koor-
dinatensystem zu wahlen und 2. in j edem Punkte P den willkürliehen Pro-
portionalitatsfaktor, mit welchem die gik behaftet sind, festzulegen. Die auf-
tretenden Formeln müssen dementsprechend eine doppelte Invarianzeigen-
schaft besitzen: 1. sie müssen invariant sem gegenüber beliebigen stetigen Koor-
dinatentransjormationen, 2. sie müssen ungeandert bleiben, wenn man die gik
durch ).gik ersetzt, wo ). eine willkürliehe stetige Ortsfunktion isto Das Hinzu-
treten dieser zweiten Invarianzeigenschaft ist für unsere Theorie eharakte-
ristisch.


